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Важность выбора функции расстояния

Paparrizos, J. et al. Accelerating similarity search for elastic measures: A study and new generalization of lower bounding distances. Proc. VLDB Endow. 16(8), 2019–
2032 (2023). DOI 10.14778/3594512.3594530. https://www.vldb.org/pvldb/vol16/p2019-paparrizos.pdf
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Аксиомы метрики: Dist:𝑀 ×𝑀 → ℝ: ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀

• Аксиома тождества: 
Dist 𝑥, 𝑥 = 0

• Аксиома положительности: 
Dist 𝑥, 𝑦 ≥ 0

• Аксиома симметричности: 
Dist 𝑥, 𝑦 = Dist 𝑦, 𝑥

• Аксиома (неравенство) треугольника:
Dist 𝑥, 𝑧 ≤ Dist 𝑥, 𝑦 + Dist(𝑦, 𝑧)

08.10.2026
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Иерархия функций расстояния
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• Z-нормализованное евклидово расстояние

• Преимущества и недостатки 

• Динамическая трансформация времени (DTW) 

08.10.2026Функции расстояния 

6



© М.Л. Цымблер Анализ и прогнозирование временных рядов методами искусственного интеллекта

Евклидово расстояние*: ED(𝑄, 𝐶) = σ𝑖=1
𝑚 (𝑞𝑖−𝑐𝑖)

2

• Интуитивно понятное расстояние
• геометрический смысл – удаленность объектов друг от друга

• сравнение равных по длине рядов по принципу «один-к-
одному» без учета их формы

• Вычислительная сложность 𝑂(𝑚)

• Ускорение вычислений: ED𝟐(𝑄, 𝐶) = σ𝑖=1
𝑚 (𝑞𝑖−𝑐𝑖)

2

• Вычисляется быстрее, но не метрика (не выполняется 
неравенство треугольника)

• Усиление несхожести

• Усложнение интерпретации (квадраты единиц)

08.10.2026
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Евклид*

325-265 д.н.э.

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%B2%D0%BA%D0%BB%D0%B8%D0%B4
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Неравенство треугольника выполнено

08.10.2026
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∀𝑥, 𝑦, 𝑧
Dist 𝑥, 𝑧 ≤ Dist 𝑥, 𝑦 + Dist(𝑦, 𝑧)

𝑥

𝑦

𝑧
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Неравенство треугольника нарушено: ОНО РАБОТАЕТ, НО НЕ ВСЕГДА
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(∀𝑥, 𝑦, 𝑧
Dist 𝑥, 𝑧 ≤ Dist 𝑥, 𝑦 + Dist 𝑦, 𝑧 )

¬

⟹

𝑥, 𝑦, 𝑧
Dist 𝑥, 𝑧 > Dist 𝑥, 𝑦 + Dist(𝑦, 𝑧)

∃

𝑥

𝑧

𝑥

𝑦

𝑦

𝑧
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Нарушение неравенства треугольника –

не повод отвергнуть функцию расстояния

Карта Чел, Прм ≤

Карта Чел, Екб +

Карта(Екб, Прм)

08.10.2026
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Навигатор Чел, Прм >

Навигатор Чел, Екб +

Навигатор(Екб, Прм)
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Выполнение неравенства треугольника –

возможность ускорить поиск ближайших соседей

• Неравенство треугольника:

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 Dist 𝑥, 𝑧 ≤ Dist 𝑥, 𝑦 + Dist(𝑦, 𝑧)

• Обратное неравенство треугольника
∀𝑥, 𝑦, 𝑧 |Dist 𝑥, 𝑦 − Dist 𝑥, 𝑧 | ≤ Dist(𝑦, 𝑧)

• Нижняя граница расстояния
Если 𝑥 фиксирован, 𝑦, 𝑧 – произвольные, то LB – нижняя граница Dist(𝑦, 𝑧)

LB(𝑦, 𝑧) = |Dist 𝑥, 𝑦 − Dist 𝑥, 𝑧 |

• Контрапозиция обратного неравенства треугольника
• 𝑏𝑠𝑓 – текущий минимум расстояния между перебираемыми парами

• Если LB(𝑦, 𝑧) > 𝑏𝑠𝑓, то Dist 𝑦, 𝑧 > 𝑏𝑠𝑓. Тогда пару 𝑦, 𝑧 можно 
отбросить без вычисления Dist 𝑦, 𝑧

08.10.2026
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Неравенство треугольника ускоряет поиск ближайших соседей

08.10.2026
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Z-нормализация: сравнение рядов без учета разницы амплитуд 

• Возможность сравнения рядов (подпоследовательностей) 
с разными масштабами и единицами измерения

• Простота интерпретации 

• Улучшение обучения ML-моделей

08.10.2026
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෠𝑇 = Ƹ𝑡1, … , Ƹ𝑡𝑚 ,      Ƹ𝑡𝑖 =
𝑡𝑖−𝜇

𝜎

𝜇 =
1

𝑚
σ𝑖=1
𝑚 𝑡𝑖, 𝜎 =

1

𝑚
σ𝑖=1
𝑚 𝑡𝑖

2 − 𝜇2

𝜇 ෠𝑇=0

𝜎 ෠𝑇=1

෢ED(𝑄, 𝐶) = ED( ෠𝑄, መ𝐶)
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Пример z-нормализации

• Шкала меняется, но форма 
остается

• В январе продажи на 1.93 
стандартных отклонения 
ниже среднего (значительно 
ниже обычного)

• В сентябре продажи на 1.72 
стандартных отклонения 
выше среднего (значительно 
выше обычного)

08.10.2026
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Важность z-нормализации подпоследовательностей

08.10.2026
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* BIDMC Congestive Heart Failure Database. URL: https://www.kaggle.com/datasets/shymammoth/bidmc-congestive-heart-failure

BIDMC Congestive Heart Failure Database* Не нормализованные Z-нормализованные

https://www.kaggle.com/datasets/shymammoth/bidmc-congestive-heart-failure
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Евклидово расстояние: обсуждение

• Преимущества 
• Одна из наиболее распространенных метрик

• Естественность (геометрическая интерпретация)

• Выполнение неравенства треугольника (нижние границы)

• Недостатки
• Чувствительность к выбросам

• Чувствительность к масштабу

• Только для рядов равной длины

• Не учитывает сдвиги по времени

08.10.2026
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Евклидово расстояние не учитывает сдвиги по времени

ED(𝑋, 𝑌) = 𝟎. 𝟗𝟐𝟓

08.10.2026
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ED(𝑋′, 𝑌) = 𝟗. 𝟓𝟏𝟑

Ряд 𝑋’
получен 

сдвигом

ряда 𝑋
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DTW-расстояние учитывает сдвиги по времени

DTW(𝑋, 𝑌) = 𝟎. 𝟖𝟑𝟖

08.10.2026
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DTW(𝑋′, 𝑌) = 𝟏. 𝟗𝟒𝟏

Ряд 𝑋’
получен 

сдвигом

ряда 𝑋

ED(𝑋, 𝑌) = 𝟎. 𝟗𝟐𝟓 ED(𝑋′, 𝑌) = 𝟗. 𝟓𝟏𝟑
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• Иерархия функций расстояния

• Евклидово расстояние

• Динамическая трансформация времени (DTW) 
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• Ограничения пути трансформации
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Динамическая трансформация времени, 

DTW (Dynamic Time Warping)

• Как DTW измеряет сходство
• манера «один-ко-много» 

• трансформируется ось времени одного или обоих рядов так, чтобы достигнуть 
их оптимального взаимного выравнивания

• вычисляется не расстояние между рядами в геометрическом смысле, 
а стоимость их оптимального взаимного выравнивания

• DTW – не формула, а алгоритм со многими гиперпараметрами
• функция локальной стоимости,

• функция стоимости пути трансформации, 

• параметры ограничений пути трансформации, 

• шаблон шага пути трансформации

• …

08.10.2026
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Функция и матрица локальной стоимости

• Функция локальной стоимости измеряет 
стоимость выравнивания (расстояние) 
между точками ряда – гиперпараметр 
DTW

Cost(𝑞𝑖 , 𝑐𝑗) = ED2(𝑞𝑖 , 𝑐𝑗) = 𝑞𝑖 − 𝑐𝑗
2

• Матрица локальной стоимости (матрица 
расстояний) показывает стоимость 
выравнивания между всеми возможными 
парами точек рядов 𝑄 и 𝐶

𝑑(𝑖, 𝑗) = Cost(𝑞𝑖 , 𝑐𝑗)

08.10.2026
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Путь трансформации

• Последовательность шагов по ячейкам 
матрицы локальной стоимости, шаг – пара 
(строка, столбец)

𝑊 = 𝑤𝑘 𝑘=1
𝐾 , 𝑤𝑘 = (𝑖, 𝑗), 𝑚 ≤ 𝐾 < 2𝑚 − 1

• Ограничения пути трансформации
1. Граничные условия (содержит все точки рядов)

𝑤1 = 1,1 , 𝑤𝐾 = (𝑚,𝑚)

2. Монотонность (без возврата к пройденному)

∀ 𝑤𝑘 = 𝑖, 𝑗 и 𝑤𝑘+1 = 𝑝, 𝑞 :
𝑖 − 𝑝 ≥ 0 и 𝑞 − 𝑗 ≥ 0

3. Непрерывность (каждый шаг по шаблону)

08.10.2026
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Функция стоимости пути трансформации

• Стоимость трудоемкости взаимного выравнивания 
рядов, квадратный корень из суммы локальных 
стоимостей выравнивания всех точек, входящих в путь

Cost𝑊(𝑄, 𝐶) = ෍

𝑘=1

𝐾

𝑑(𝑤𝑘)

• DTW – стоимость оптимального пути трансформации 
𝑊∗, имеющего минимальную стоимость

DTW 𝑄, 𝐶 = Cost𝑊∗(𝑄, 𝐶) = min
𝑊

෍

𝑘=1

𝐾

𝑑(𝑤𝑘)

08.10.2026
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Матрица глобальной стоимости (матрица трансформации)

• Поиск оптимального пути в матрице 
локальной стоимости невозможен из-за 
экспоненциального роста числа путей-
кандидатов

• Поиск оптимального пути выполняется 
в матрице глобальной стоимости 
методом динамического программирования

𝐷(𝑖, 0) = 𝐷(0, 𝑗) = +∞,𝐷(0, 0) = 0,
𝐷(𝑖, 𝑗) = 𝑑(𝑖, 𝑗) + min(𝐷(𝑖 − 1, 𝑗 − 1), 𝐷(𝑖 − 1, 𝑗), 𝐷(𝑖, 𝑗 − 1))

08.10.2026
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DTW

• Расстояние DTW между заданными 
рядами – это квадратный корень из 
значения в ячейке матрицы глобальной 
стоимости в финальной точке 
оптимального пути трансформации

DTW(𝑄, 𝐶) = 𝐷(𝑚,𝑚)

08.10.2026
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Пример оптимального пути трансформации

𝐶: 4-дневная рабочая неделя, 
Понедельник – выходной 

08.10.2026
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* van Wijk J.J., van Selow R.R. Cluster and calendar based visualization of time series data. INFOVIS 1999: 4-9. DOI: 10.1109/INFVIS.1999.801851

Недельное энергопотребление

вычислительного центра (Голландия, 1997)*

𝑄: 4-дневная рабочая неделя, 
Среда – выходной 

https://doi.org/10.1109/INFVIS.1999.801851
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Алгоритм вычисления DTW

08.10.2026
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Алгоритм вычисления DTW

08.10.2026
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Пространственная

сложность 𝑶(𝒎𝟐)

Вычислительная 

сложность 𝑶(𝒎𝟐)
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Пример вычисления DTW

08.10.2026
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𝐷𝑇𝑊 𝑄, 𝐶 = 𝐷(𝑚,𝑚)

𝐷 𝑖, 𝑗 = 𝑞𝑖 − 𝑐𝑗
2
+minቐ

𝐷(𝑖 − 1, 𝑗)
𝐷(𝑖, 𝑗 − 1)

𝐷(𝑖 − 1, 𝑗 − 1)

𝐷 0,0 = 0, 𝐷 𝑖, 0 = 𝐷 0, 𝑗 = +∞

𝐶 = 2, 3, 3, 3, 2, 2 , 𝑄 = 1, 2, 2, 3, 3, 2

𝑫 2 3 3 3 2 2

2 +∞ 3 2 2 2 1 1 6

3 +∞ 3 1 1 1 2 3 5

3 +∞ 2 1 1 1 2 3 4

2 +∞ 1 2 3 4 4 4 3

2 +∞ 1 2 3 4 4 4 2

1 +∞ 1 5 9 13 14 15 1

0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ 0

→ 𝒋 0 1 2 3 4 5 6 ↑ 𝒊

𝒅 2 3 3 3 2 2

2 0 1 1 1 0 0 6

3 1 0 0 0 1 1 5

3 1 0 0 0 1 1 4

2 0 1 1 1 0 0 3

2 0 1 1 1 0 0 2

1 1 4 4 4 1 1 1

→ 𝒋 1 2 3 4 5 6 ↑ 𝒊
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Пример вычисления DTW 

08.10.2026
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𝑫 4 3 3 4 5 4

1 +∞ 28 15 15 20 30 28 6

2 +∞ 19 11 11 14 20 19 5

3 +∞ 15 10 10 11 15 16 4

3 +∞ 14 10 10 11 15 16 3

2 +∞ 13 10 11 15 24 28 2

1 +∞ 9 13 17 26 42 51 1

0 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ 0

→ 𝒋 0 1 2 3 4 5 6 ↑ 𝒊

DTW 𝑄, 𝐶 = 𝐷(𝑚,𝑚)

𝐷 𝑖, 𝑗 = 𝑞𝑖 − 𝑐𝑗
2
+minቐ

𝐷(𝑖 − 1, 𝑗)
𝐷(𝑖, 𝑗 − 1)

𝐷(𝑖 − 1, 𝑗 − 1)

𝐷 0,0 = 0, 𝐷 𝑖, 0 = 𝐷 0, 𝑗 = +∞

𝐶 = 4, 3, 3, 4, 5, 4 , 𝑄 = 1, 2, 3, 3, 2, 1

𝒅 4 3 3 4 5 4

1 9 4 4 9 16 9 6

2 4 1 1 4 9 4 5

3 1 0 0 1 4 1 4

3 1 0 0 1 4 1 3

2 4 1 1 4 9 4 2

1 9 4 4 9 16 9 1

→ 𝒋 1 2 3 4 5 6 ↑ 𝒊
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Построение оптимального пути трансформации
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Функции расстояния 

Оптимальный путь восстанавливается 

из матрицы глобальной стоимости 

движением в порядке, обратном 

заполнению матрицы – от (𝑚,𝑚) к (1, 1)
– и затем обращается
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Построение оптимального пути
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Патологическое выравнивание рядов

• DTW может полагать 
оптимальными 
интуитивно 
непонятные и 
нелогичные пути 
трансформации: 
вычисленное 
расстояние не будет 
отражать реальную 
схожесть
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Предотвращение патологического выравнивания

• Полоса Сакоэ—Тибы

• Параллелограмм Итакуры

• Нормализация стоимости пути
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Полоса Сакоэ—Тибы

• Запрещает отклонение пути трансформации более чем на 𝑟 ячеек
(0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚 − 1) от главной диагонали матрицы глобальной стоимости
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Вычисление DTW с полосой Сакоэ—Тибы
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𝑟 = 0 𝑟 = 0.25𝑚
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Вычисление DTW с полосой Сакоэ—Тибы
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𝑟 = 0.5𝑚 𝑟 = 𝑚 − 1
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Алгоритм cDTW (constraint DTW)
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Алгоритм cDTW (constraint DTW)

08.10.2026

39

Функции расстояния 

Пространственная

сложность 𝑶(𝒎𝟐)

Вычислительная 

сложность 𝑶(𝒓𝒎)
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Алгоритм cDTW (constraint DTW)
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Параметр 𝑟 подбирается 

экспериментально, нач. 

значение – 5-10% от 𝑚

Немного выравнивания –

это хорошо, но слишком 

много выравнивания –

это плохо*

* Ratanamahatana C.A., Keogh E.J. Three myths about Dynamic Time Warping data mining. 

SDM 2005. https://doi.org/10.1137/1.9781611972757.50



© М.Л. Цымблер Анализ и прогнозирование временных рядов методами искусственного интеллекта

Параллелограмм Итакуры

• Формируется вокруг главной 
диагонали матрицы глобальной 
стоимости
• наклон 𝑠 (1 ≤ 𝑠 < 𝑚) задает 

максимальное отклонение пути 
трансформации от диагонали по оси 
𝑖 или 𝑗 на единицу изменения по другой 
оси

• окно 𝑤 (0 ≤ 𝑤 < 𝑚) задает, насколько 
далеко в начале или конце может 
отходить путь трансформации от 
диагонали11
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Нормализация стоимости пути

• Формула Cost𝑊(𝑄, 𝐶) = σ𝑘=1
𝐾 𝑑(𝑤𝑘) дает зависимость стоимости 

пути от его длины: более длинные пути стоят больше, но 
отвергаются, хотя могут дать лучшее выравнивание

• Формула с нормализацией стоимости относительно длины пути
(«средняя стоимость выравнивания рядов» на одну точку):

Cost𝑊(𝑄, 𝐶) =
1

𝐾
෍

𝑘=1

𝐾

𝑑(𝑤𝑘)
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Пример выгоды от нормализации стоимости пути
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Cost𝑊(𝑄, 𝐶) =
1

𝐾
෍

𝑘=1

𝐾

𝑑(𝑤𝑘)

DTW(𝑄, 𝐶) = 0.022, |𝑊∗| = 𝟏𝟗𝟗

𝑚 = 100
𝑞𝑖 = sin 𝑡𝑖

𝑐𝑖 = sin(1.2𝑡𝑖 + 𝜋/4)
𝑡𝑖 = 2𝜋/99

Cost𝑊(𝑄, 𝐶) = ෍

𝑘=1

𝐾

𝑑(𝑤𝑘)

DTW(𝑄, 𝐶) = 𝟒. 𝟑𝟏𝟖, |𝑊∗| = 𝟏𝟐𝟖
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Глава 2. Функции расстояния

https://mzym.susu.ru/courses/tsm/tsmbook.pdf

08.10.2026

44

Введение в дисциплину

https://mzym.susu.ru/courses/tsm/tsmbook.pdf

