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Задача кластеризации данных

Группа людей, действуя совместно, 
может свершить такое, 
о чем поодиночке они не могли бы и мечтать. 

Франклин Рузвельт

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D1%83%D0%B7%D0%B2%D0%B5%D0%BB%D1%8C%D1%82,_%D0%A4%D1%80%D0%B0%D0%BD%D0%BA%D0%BB%D0%B8%D0%BD_%D0%94%D0%B5%D0%BB%D0%B0%D0%BD%D0%BE#:%7E:text=%D0%A7%D0%BB%D0%B5%D0%BD%20%D1%81%D0%B5%D0%BC%D1%8C%D0%B8%20%D0%94%D0%B5%D0%BB%D0%B0%D0%BD%D0%BE%20%D0%B8%20%D1%81%D0%B5%D0%BC%D1%8C%D0%B8,%D0%B2%D0%BE%20%D0%B2%D1%80%D0%B5%D0%BC%D1%8F%20%D0%9F%D0%B5%D1%80%D0%B2%D0%BE%D0%B9%20%D0%BC%D0%B8%D1%80%D0%BE%D0%B2%D0%BE%D0%B9%20%D0%B2%D0%BE%D0%B9%D0%BD%D1%8B.
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Оценка неслучайности кластеризуемых данных

16.05.2025Задача кластеризации
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Случайные точки
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Иерарх. кластеризация
(Complete Link)

• Кластеризация даст 
осмысленные 
результаты, если 
исходные данные 
имеют неслучайную 
структуру

• Насколько исходные 
данные близки к 
нормальному 
распределению?
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Критерий Хопкинса
• Равномерные случайные выборки из 𝐷𝐷: 𝑝𝑝1, … , 𝑝𝑝𝑛𝑛 и  𝑞𝑞1, … , 𝑞𝑞𝑛𝑛

‒ 𝑥𝑥𝑖𝑖 = min
𝑣𝑣∈𝐷𝐷

dist(𝑝𝑝𝑖𝑖 ,𝑣𝑣)
‒ 𝑦𝑦𝑖𝑖 = min

𝑣𝑣∈𝐷𝐷
dist(𝑞𝑞𝑖𝑖 ,𝑣𝑣)

• Число Хопкинса

𝐻𝐻 =
∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑦𝑦𝑖𝑖

∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑦𝑦𝑖𝑖 + ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑖𝑖
• Критерий

‒ если 𝐷𝐷 равномерно распределено, то ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑦𝑦𝑖𝑖 ≈ ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑖𝑖, т.е. 𝐻𝐻 ≈ 0.5
‒ если в 𝐷𝐷 существенные перекосы, то ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑦𝑦𝑖𝑖 ≪ ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑖𝑖 , т.е. 𝐻𝐻 ≈ 0

• Повторить выборку и вычисления, на основе медианы/среднего сделать вывод о тенденции к 
группированию в данных: 
‒ если 𝐻𝐻 ≥ 0.5, то кластеры не будут осмысленными 
‒ если 𝐻𝐻 ≤ 0.25, то кластеры будут осмысленными 

16.05.2025Задача кластеризации
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Оптимальное число кластеров: эмпирические методы

• 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛/2 (надеемся, что в каждом кластере 2𝑛𝑛 объектов)

• Визуализация иерархической кластеризации

16.05.2025Задача кластеризации
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Оптимальное число кластеров: метод локтя

16.05.2025Задача кластеризации
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SSE(𝐷𝐷) = �
𝑖𝑖=1

𝑘𝑘

�
𝑗𝑗=1

|𝐶𝐶𝑖𝑖|

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡2(𝑐𝑐𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑗𝑗)

𝐷𝐷 = {𝑥𝑥𝑗𝑗} − исходное множество, 𝑐𝑐𝑖𝑖 − центроид кластера 𝐶𝐶𝑖𝑖
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Кросс-валидация для оптимального числа кластеров 

• Разбить исходное множество на 𝑚𝑚
частей

• Для различных 𝑘𝑘
‒ Выполнить кластеризацию 𝑚𝑚− 1 частей 
‒ Для 𝑚𝑚-й части вычислить

SSE = Σdist2 𝑐𝑐, 𝑥𝑥 , 
где 𝑥𝑥 – объект этой части,
𝑐𝑐 – ближайший к нему центроид 

‒ Повторить кластеризацию 
и вычисление SSE для всех частей

‒ Вычислить среднее SSE
• Взять значение 𝑘𝑘, при котором 

среднее значение SSE минимально

16.05.2025Задача кластеризации
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Оценка качества кластеризации через корреляцию

• Матрица расстояний: 
𝑑𝑑𝑖𝑖𝑗𝑗 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑗𝑗)

• Матрица идеальной схожести: 

𝑑𝑑𝑖𝑖𝑗𝑗 = �
0, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝐶𝐶𝑝𝑝 ∧ 𝑥𝑥𝑗𝑗 ∈ 𝐶𝐶𝑞𝑞

1, 𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑗𝑗 ∈ 𝐶𝐶𝑝𝑝

• Вычислить 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑑𝑑,𝑠𝑠
Высокая корреляция покажет, что 
объекты одного кластера близки друг 
к другу

16.05.2025Задача кластеризации
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Corr = -0.5810

Шкала Чеддока силы корреляции

+𝟏𝟏.𝟎𝟎 идеальная положительная

+𝟎𝟎.𝟗𝟗 очень сильная положительная

+𝟎𝟎.𝟕𝟕 сильная положительная

+𝟎𝟎.𝟒𝟒 умеренная положительная

+𝟎𝟎.𝟏𝟏 слабая положительная

𝟎𝟎.𝟎𝟎 отсутствие корреляции

−𝟎𝟎.𝟏𝟏 слабая отрицательная

−𝟎𝟎.𝟒𝟒 умеренная отрицательная

−𝟎𝟎.𝟕𝟕 сильная отрицательная

−𝟎𝟎.𝟗𝟗 очень сильная отрицательная

−𝟏𝟏.𝟎𝟎 идеальная отрицательная

Corr
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Визуальная оценка по матрице расстояний

• Упорядочить объекты кластеризованного множества по меткам 
кластеров и визуализировать матрицу расстояний (схожести) 

16.05.2025Задача кластеризации
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Визуальная оценка по матрице расстояний

16.05.2025Задача кластеризации
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Визуальная оценка по матрице расстояний

16.05.2025Задача кластеризации
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Силуэтный коэффициент
• Сцепление точки с другими точками того же кластера: 

среднее расстояние от данной точки до других точек кластера
𝑎𝑎 𝑝𝑝 =

1
𝐶𝐶𝑖𝑖 − 1

�
𝑞𝑞∈𝐶𝐶𝑖𝑖 ∧ 𝑞𝑞≠𝑝𝑝

dist(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)

• Отдаленность точки от точек других кластеров: 
минимум среднего расстояния до точек других кластеров
𝑏𝑏 𝑝𝑝 = min

𝐶𝐶𝑗𝑗≠𝐶𝐶𝑖𝑖

1
𝐶𝐶𝑗𝑗
∑𝑞𝑞∈𝐶𝐶𝑗𝑗 dist(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)

• Силуэтный коэффициент
‒ для одной точки: 𝑑𝑑 𝑝𝑝 = 𝑏𝑏 𝑝𝑝 −𝑎𝑎(𝑝𝑝)

max{𝑎𝑎 𝑝𝑝 , 𝑏𝑏(𝑝𝑝)}
‒ для множества точек: 𝑆𝑆 𝐷𝐷 = 1

|𝐷𝐷|
∑𝑝𝑝∈𝐷𝐷 𝑑𝑑(𝑝𝑝)

• −1 ≤ 𝑑𝑑, 𝑆𝑆 ≤ 1
‒ чем ближе к 1, тем выше качество кластеризации 
‒ при отрицательном значении качество кластеризации низкое

16.05.2025Задача кластеризации
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Пример: вычисление силуэтного коэффициента

16.05.2025Задача кластеризации
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В данных
нет шума
S=0.88

В 3% данных
есть шум
S=0.62

В 5% данных
есть шум
S=0.39

В 10% данных
есть шум
S=-0.05
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Оценка качества на основе предварительной классификации

• Результат кластеризации множества объектов:
‒ 𝐶𝐶

• Результат классификации множества объектов:
‒ 𝐶𝐶𝑔𝑔 (ground truth)
‒ Классы: 𝐿𝐿1, . . . , 𝐿𝐿𝑛𝑛

• Метрика качества кластеризации:
‒ 𝑄𝑄(𝐶𝐶,𝐶𝐶𝑔𝑔)

16.05.2025Задача кластеризации
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Однородность кластеров

𝑄𝑄 𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝑔𝑔 < 𝑄𝑄 𝐶𝐶2,𝐶𝐶𝑔𝑔

16.05.2025Задача кластеризации
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Полнота кластеров

𝑄𝑄 𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝑔𝑔 < 𝑄𝑄 𝐶𝐶2,𝐶𝐶𝑔𝑔

16.05.2025Задача кластеризации
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Согласованность объектов в кластерах

𝑄𝑄 𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝑔𝑔 < 𝑄𝑄 𝐶𝐶2,𝐶𝐶𝑔𝑔

16.05.2025Задача кластеризации
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Сохранение маломощных кластеров

𝑄𝑄 𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝑔𝑔 < 𝑄𝑄 𝐶𝐶2,𝐶𝐶𝑔𝑔

16.05.2025Задача кластеризации
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Точность и полнота кластеризации

• Кластеризуемые объекты: 𝐷𝐷 = {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 }
• Классы объектов: 𝐿𝐿(𝑥𝑥𝑖𝑖)
• Кластеры объектов: 𝐶𝐶(𝑥𝑥𝑖𝑖)
• Корректность кластеризации пары объектов:

𝐶𝐶𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝐶𝐶𝑐𝑐𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑗𝑗) = �1, 𝐿𝐿 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝐿𝐿 𝑥𝑥𝑗𝑗 ⟺ 𝐶𝐶 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝐶𝐶(𝑥𝑥𝑗𝑗)
0,иначе

16.05.2025Задача кластеризации
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Точность и полнота кластеризации

• 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐵𝐵𝑏𝑏𝐶𝐶𝑑𝑑 𝑝𝑝𝑐𝑐𝐶𝐶𝑐𝑐𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑐𝑐𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛
∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛

∑{𝑥𝑥𝑗𝑗∈𝐷𝐷 |𝑖𝑖≠𝑗𝑗 ∧ 𝐶𝐶 𝑥𝑥𝑖𝑖 =𝐶𝐶(𝑥𝑥𝑗𝑗)} 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑥𝑥𝑗𝑗)

| 𝑥𝑥𝑗𝑗∈𝐷𝐷 𝑖𝑖≠𝑗𝑗 ∧ 𝐶𝐶 𝑥𝑥𝑖𝑖 =𝐶𝐶(𝑥𝑥𝑗𝑗)}|

• 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐵𝐵𝑏𝑏𝐶𝐶𝑑𝑑 𝑐𝑐𝐶𝐶𝑐𝑐𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1
𝑛𝑛
∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛

∑{𝑥𝑥𝑗𝑗∈𝐷𝐷|𝑖𝑖≠𝑗𝑗 ∧ 𝐿𝐿 𝑥𝑥𝑖𝑖 =𝐿𝐿(𝑥𝑥𝑗𝑗)} 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑥𝑥𝑗𝑗)

| 𝑥𝑥𝑗𝑗∈𝐷𝐷 𝑖𝑖≠𝑗𝑗 ∧ 𝐿𝐿 𝑥𝑥𝑖𝑖 =𝐿𝐿(𝑥𝑥𝑗𝑗)}|
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