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Задача кластеризации данных

Группа людей, действуя совместно, 
может свершить такое, 
о чем поодиночке они не могли бы и мечтать. 

Франклин Рузвельт

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D1%83%D0%B7%D0%B2%D0%B5%D0%BB%D1%8C%D1%82,_%D0%A4%D1%80%D0%B0%D0%BD%D0%BA%D0%BB%D0%B8%D0%BD_%D0%94%D0%B5%D0%BB%D0%B0%D0%BD%D0%BE#:%7E:text=%D0%A7%D0%BB%D0%B5%D0%BD%20%D1%81%D0%B5%D0%BC%D1%8C%D0%B8%20%D0%94%D0%B5%D0%BB%D0%B0%D0%BD%D0%BE%20%D0%B8%20%D1%81%D0%B5%D0%BC%D1%8C%D0%B8,%D0%B2%D0%BE%20%D0%B2%D1%80%D0%B5%D0%BC%D1%8F%20%D0%9F%D0%B5%D1%80%D0%B2%D0%BE%D0%B9%20%D0%BC%D0%B8%D1%80%D0%BE%D0%B2%D0%BE%D0%B9%20%D0%B2%D0%BE%D0%B9%D0%BD%D1%8B.
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Четкая vs. нечеткая кластеризация
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Objects 𝐏𝐏(𝑪𝑪𝟏𝟏) 𝐏𝐏(𝑪𝑪𝟐𝟐)
A 0.90 0.10
B 0.80 0.20
C 0.15 0.85
D 0.30 0.70
E 0.25 0.75

Objects 𝑪𝑪𝟏𝟏 𝑪𝑪𝟐𝟐
A 1 0
B 1 0
C 0 1
D 0 1
E 0 1

Четкая кластеризация Нечеткая кластеризация
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Четкая vs. нечеткая кластеризация

• 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = ∑𝑗𝑗=1𝑘𝑘 ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑗𝑗)2

• 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 − вес факта 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑐𝑐𝑗𝑗, 
∑𝑗𝑗=1𝑘𝑘 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1

• Способы минимизации 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆
‒ Фиксировать 𝑐𝑐𝑗𝑗 и найти 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖
‒ Фиксировать 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 и вычислить 𝑐𝑐𝑗𝑗

• 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ {0,1}
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• 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = ∑𝑗𝑗=1𝑘𝑘 ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑗𝑗)2

• 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 − вес факта 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑐𝑐𝑗𝑗 ,
∑𝑗𝑗=1𝑘𝑘 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1

• 𝑚𝑚 > 1 − «размытость» кластеров 
(обычно 𝑚𝑚 = 2)

• Способы минимизации 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆
‒ Фиксировать 𝑐𝑐𝑗𝑗 и найти 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖
‒ Фиксировать 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 и вычислить 𝑐𝑐𝑗𝑗

• 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ [0,1]
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Четкая vs. нечеткая кластеризация
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1 2 5

𝑐𝑐1 𝑐𝑐2𝑥𝑥

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑥𝑥 = 𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥2 2 − 1 2 + 𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥2 5 − 2 2 =
= 𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥2 + 9𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥2

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑥𝑥 → min при 𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥 = 0.9, 𝑤𝑤𝑥𝑥2 = 0.1

𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑆𝑆

(𝑥𝑥
)

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑥𝑥 = 𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥 2 − 1 2 + 𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥 5 − 2 2 =
= 𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥 + 9𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑥𝑥 → min при 𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥 = 1, 𝑤𝑤𝑥𝑥2 = 0

𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑆𝑆(
𝑥𝑥)
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Алгоритм Fuzzy 𝒄𝒄-Means

• 𝑘𝑘 – количество кластеров
• 𝑋𝑋 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛} – множество 𝑑𝑑-мерных точек
• 𝐶𝐶 ∈ ℝ𝑘𝑘×𝑑𝑑 – матрица центроидов
‒ 𝑐𝑐𝑗𝑗 – центр 𝑗𝑗-го кластера (d-мерный вектор)

• 𝑈𝑈 ∈ ℝ𝑛𝑛×𝑘𝑘 – матрица принадлежности
‒ 0≤𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖≤1 – степень принадлежности (расстояние) между 

точкой 𝑥𝑥𝑖𝑖 и центроидом 𝑐𝑐𝑗𝑗
• Минимизируемая целевая функция
‒ 𝐽𝐽𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑋𝑋, 𝑘𝑘,𝑚𝑚 = ∑𝑗𝑗=1𝑘𝑘 ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑗𝑗)2
‒ 𝑚𝑚 > 1 – размытость 
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𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑖𝑖, 1 … 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑑𝑑
1
…
𝑛𝑛

𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑗𝑗, 1 … 𝑐𝑐𝑗𝑗, 𝑑𝑑
1
…
𝑘𝑘

𝑢𝑢 1 … 𝑘𝑘
1
…
𝑛𝑛
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Алгоритм Fuzzy 𝒄𝒄-Means
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Алгоритм Fuzzy c-Means: пример работы
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Алгоритм Fuzzy c-Means: пример работы
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Задача поиска шаблонов
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За и против Fuzzy 𝒄𝒄-Means

• Достоинства
Дает лучшие результаты для перекрывающихся кластеров и сравнительно 
лучшие результаты, чем 𝑘𝑘-means

• Недостатки
‒ Количество кластеров необходимо задавать
‒ Меньшее значение 𝜀𝜀 улучшает результаты, 

но ценой большего количества итераций 
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Применение нечеткой кластеризации

• Сегментация радиологических изображений
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Раковая 
опухоль

𝑐𝑐1 𝑐𝑐2

• Восстановление пропущенных данных
− Нечеткая кластеризация точек без пропущенных координат
− Создание прототипов: замена пропущенных координат соответствующими  

координатами центроидов
− Выбор прототипа с минимальным расстоянием до центроида
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